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Abstrakt
Tato pra´ce se zaby´va´ prosty´mi interpolacˇn´ımi krˇivkami, ktere´ jsou ukotvene´. Konstrukce
teˇchto krˇivek je rˇesˇena neˇkolika tvarovac´ımi metodami. Take´ je uveden postup jejich
vy´pocˇtu. Vy´sledkem je porovna´n´ı r˚uzny´ch interpolacˇn´ıch metod. Pra´ce je uzˇitecˇna´
k porozumeˇn´ı interpolacˇn´ıch NURBS krˇivek a k vy´beˇru vhodny´ch tvarovac´ıch metod.
Summary
This thesis deals with simple interpolation curves, which are clamped. Construction
of the curves is solved by several forming tools. There is also brought procedure of their
calculation. Result is comparating different interpolation methods. The thesis is useful
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V pocˇ´ıtacˇove´ geometrii se s velkou vy´hodou pouzˇ´ıvaj´ı NURBS krˇivky. Uzˇivatel pouzˇ´ıvaj´ıc´ı
program s teˇmito krˇivkami, mu˚zˇe prˇistoupit k teˇmto krˇivka´m dveˇma zp˚usoby. Prvn´ı
zp˚usob zahrnuje volbu rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, ktery´mi krˇivka neprocha´z´ı (vy´jimka mu˚zˇe nastat
u pocˇa´tecˇn´ıho a koncove´ho bodu), potom p˚ujde o aproximacˇn´ı krˇivky. Druhy´ zp˚usob
je takovy´, zˇe si uzˇivatel zvol´ı body, ktery´mi mus´ı krˇivka procha´zet, naprˇ´ıklad prˇi pra´ci
s prˇesny´mi daty. S t´ımto prˇ´ıstupem se krˇivky nazy´vaj´ı interpolacˇn´ı, a na neˇ je zameˇrˇena
tato pra´ce.
NURBS (neuniformn´ı raciona´ln´ı B-spliny) krˇivky jsou zobecneˇn´ım B-spline krˇivek.T´ım
se na´m i rozsˇiˇruj´ı jej´ıch mozˇnosti. Raciona´ln´ı znamena´, zˇe zava´d´ıme va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u.
Tyto va´hy ovlivnˇuj´ı vy´sledny´ tvar krˇivky. Va´ha tedy urcˇuje d˚ulezˇitost vlivu rˇ´ıd´ıc´ıho bodu
na tvar krˇivky oproti ostatn´ım rˇ´ıd´ıc´ım bod˚um. Dı´ky va´ha´m je NURBS krˇivka analy-
ticky vyja´drˇena raciona´ln´ımi funkcemi p-te´ho stupneˇ. Jestlizˇe rozd´ıly hodnot parametru,
ve ktery´ch docha´z´ı k napojen´ı jednotlivy´ch segment˚u krˇivky jsou konstantn´ı, uzˇ´ıva´me
pojem uniformn´ı. V prˇ´ıpadeˇ kdy rozd´ıly konstantn´ı nejsou, bav´ıme se o neuniformnosti.
V prvn´ı kapitole jsou uvedeny za´kladn´ı definice pro vy´pocˇet proste´ interpolacˇn´ı NURBS
krˇivky. Definice jsou serˇazeny podle postupu sestrojen´ı krˇivky. Pokud se nebudeme zaby´vat
vektorem parametrizace, mu˚zˇeme sestrojit aproximacˇn´ı NURBS krˇivku, ale potrˇebujeme
zna´t rˇ´ıd´ıc´ı body mı´sto definicˇn´ıch bod˚u. Jestlizˇe vynecha´me vy´pocˇet vah, mu˚zˇeme sestrojit
interpolacˇn´ı nebo aproximacˇn´ı B-spline krˇivku.
V druhe´ kapitole jsou uvedeny za´kladn´ı metody tvarova´n´ı interpolacˇn´ıch NURBS
krˇivek. Existuje v´ıce metod nezˇ je uvedeno, na uka´zku jsou vybra´ny uniformn´ı, teˇtivovy´
a dostrˇedivy´ vektor parametrizace a uniformn´ı, pr˚umeˇrovy´ a teˇzˇiˇst’ovy´ uzlovy´ vektor.
Pro vy´pocˇet vah rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u je vybra´na teˇzˇiˇst’ova´ metoda.
Ve trˇet´ı prakticke´ kapitole je uka´za´n postup prˇi sestrojova´n´ı proste´ interpolacˇn´ı NURBS
krˇivky s uniformn´ım uzlovy´m vektorem. Jsou pouzˇity vsˇechny trˇi vektory parametrizace
uvedene´ v pra´ci. Na konci vy´pocˇtu jsou zobrazeny vsˇechny trˇi krˇivky do jednoho grafu
pro porovna´n´ı.
V posledn´ı kapitole jsou i obra´zky dalˇs´ıch krˇivek s ostatn´ımi uzlovy´mi vektory opeˇt
s r˚uzny´mi vektory parametrizace. Pouzˇite´ metody porovna´va´me a vyb´ıra´me ty nejprˇesneˇjˇs´ı,
tedy nejvhodneˇjˇs´ı pro modelova´n´ı NURBS krˇivek.
1
1 Prosta´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivka
V te´to kapitole budou zavedeny za´kladn´ı pojmy pro konstrukci proste´ interpolacˇn´ı krˇivky.
Prostou interpolaci si vyb´ıra´me, pokud chceme, aby pocˇet ramen rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu byl
roven pocˇtu ramen definicˇn´ıho polygonu. Take´ je zbytecˇne´ uvazˇovat okrajove´ podmı´nky.
Na tvar krˇivky maj´ı vliv definicˇn´ı body Qi, stupenˇ p, vektor parametrizace H, uzlovy´
vektor U a va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u W . Z prakticky´ch d˚uvod˚u se pouzˇ´ıva´ stupenˇ 2 a 3,
aby prˇi vysˇsˇ´ıch stupn´ıch nedocha´zelo k nevhodny´m tvar˚um krˇivky.
Obra´zek 1 zobrazuje jednoduchou interpolacˇn´ı NURBS krˇivku a jej´ı za´kladn´ı po-
pis. Jedna´ se o ukotvenou krˇivku, protozˇe procha´z´ı pocˇa´tecˇn´ım a koncovy´m rˇ´ıd´ıc´ım bo-
dem. Rˇ´ıd´ıc´ı polygon (Pi)
3
i=0 je tvorˇen usporˇa´dany´mi rˇ´ıdic´ımi body Pi a na Obra´zku 1
je zna´zorneˇn cˇa´rkovanou cˇarou. Definicˇn´ı polygon (Qi)
3
i=0 je vytvorˇen z usporˇa´dany´ch
definicˇn´ıch bod˚u Qi a na Obra´zku 1 je uka´za´n tecˇkovanou cˇarou. Hodnoty parametru
vektoru parametrizace hi jsou parametry, ve ktery´ch krˇivka procha´z´ı definicˇn´ımi body
Qi. Uzlove´ roztecˇe 〈ui, ui+1) jsou zvy´razneˇny r˚uzny´mi tlousˇt’kami cˇar krˇivky.
Obra´zek 1: Interpolacˇn´ı NURBS krˇivka a jej´ı popis
Definice z te´to kapitoly jsou cˇerpa´ny ze zdroj˚u [1] a [3].
1.1 Za´kladn´ı pojmy
Definice 1 (Vektor parametrizace) Necht’ H je neklesaj´ıc´ı posloupnost n+1 rea´lny´ch
cˇ´ısel h0 ≤ h1 ≤ . . . ≤ hn. Potom cˇ´ısla hi, i = 0, . . . , n, nazy´va´me hodnotami parametru,
mnozˇinu H = (hi)
n
i=0 nazy´va´me vektorem parametrizace.
Definice 2 (Uzlovy´ vektor) Necht’ U je neklesaj´ıc´ı posloupnost (m+1) rea´lny´ch cˇ´ısel
u0 ≤ u1 ≤ . . . ≤ um.
Potom cˇ´ısla ui, kde i = 0, . . . ,m, nazy´va´me uzly, mnozˇinu U = (ui)
m
i=0 = (u0, u1, . . . , um)
nazy´va´me uzlovy´m vektorem a polootevrˇeny´ interval 〈ui, ui+1) nazy´va´me i-tou uzlovou
roztecˇ´ı (uzlovy´m intervalem).
2
Definice 3 (B-spline ba´zove´ funkce) Na dane´m uzlove´m vektoru U = (ui)
m
i=0,
u0 = a, um = b, a, b ∈ R, jsou B-spline ba´zove´ funkce Ni,p(u), i = 0, . . . , n, u ∈ 〈a, b〉,
stupneˇ p definova´ny rekurentn´ım vzorcem
Ni,0(u) =
{
1, u ∈ 〈ui, ui+1)
0, u /∈ 〈ui, ui+1) nebo na uzlove´ roztecˇi nulove´ de´lky , (1)
Ni,k(u) =
u− ui
ui+k − uiNi,k−1(u) +
ui+k+1 − u
ui+k+1 − ui+1Ni+1,k−1(u), k = 1, . . . , p. (2)
Definice 4 (Va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u) Necht’ je da´n rˇ´ıd´ıc´ı polygon (Pi)
n
i=0 a posloupnost
neza´porny´ch rea´lny´ch cˇ´ısel W = (w0, w1, . . . , wn) = (wi)
n
i=0, ktera´ jsou prˇirˇazena od-
pov´ıdaj´ıc´ım rˇ´ıd´ıc´ım bod˚um P0,P1, . . . ,Pn. Potom cˇ´ısla w0, w1, . . . , wn oznacˇujeme jako
va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u.
Definice 5 (Raciona´ln´ı ba´zove´ funkce) Necht’ jsou da´ny va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u W = (wi)
n
i=0.





kde Ni,p(u), i = 0, . . . , n, jsou B-spline ba´zove´ funkce.
Pozna´mka 1 U vzorce (3) si m˚uzˇeme vsˇimnout, zˇe pokud budou vsˇechny va´hy wi jednot-
kove´ nebo stejne´, dostaneme vzorec (2) d´ıky vlastnosti
∑n
i=0Ni,p(u) = 1 pro ∀u ∈ 〈0, 1〉.
Pozna´mka 2 U´tvar, ktery´ je da´n usporˇa´dany´mi definicˇn´ımi body Qi se nazy´va´ definicˇn´ı
polygon a budeme ho znacˇit (Qi)
n
i=0. Analogicky je zaveden pojem rˇ´ıd´ıc´ı polygon.
Definice 6 (Prosta´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivka) Necht’ je da´n definicˇn´ı polygon (Qi)
n
i=0,
vektor parametrizace H = (hi)
n
i=0, uzlovy´ vektor U = (ui)
n
i=0 a stupenˇ krˇivky p. Necht’ jsou
da´le zna´my kladne´ va´hy W = (wi)
n
i=0. Potom je vektorova´ rovnice proste´ interpolacˇn´ı




Ri,p(u)Pi, u ∈ 〈u0, um〉, (4)
kde Ri,p(u), u ∈ 〈u0, um〉, i = 0, . . . , n, jsou raciona´ln´ı ba´zove´ funkce. Pi, i = 0, . . . , n, jsou




Ri,p(hi)Pi = Qi, i = 0, ..., n, (5)
jej´ıˇz maticovy´ tvar je
R0,p(h0) R1,p(h0) · · · Rn,p(h0)



















1.2 Postup urcˇen´ı krˇivky
Po zada´n´ı definicˇn´ıch bod˚u Qi se pro modelova´n´ı krˇivky postupuje takto:
Zacˇneme s urcˇen´ım vektoru parametrizace vybranou metodou z Kapitoly 2. V te´to
pra´ci jsou uvedeny dveˇ metody za´visle´ na definicˇn´ıch bodech (teˇtivova´, dostrˇediva´) a jedna
metoda neza´visla´ na definicˇn´ıch bodech (uniformn´ı). Da´le postupujeme vy´pocˇtem uz-
love´ho vektoru, ktery´ naprˇ´ıklad mu˚zˇe by´t za´visly´ na definicˇn´ıch bodech (teˇzˇiˇst’ovy´) nebo
na vektoru parametrizace (pr˚umeˇrovy´). Uzlovy´ vektor na´m urcˇ´ı pocˇet segment˚u krˇivky.
Metody jsou opeˇt uvedeny v Kapitole 2.
V dalˇs´ım kroku mus´ıme urcˇit B-spline ba´zove´ funkce p-te´ho stupneˇ, ktere´ jsou da´ny
rekurentn´ım vzorcem (1) a (2). Tedy je zapotrˇeb´ı nejdrˇ´ıve spocˇ´ıtat B-spline ba´zove´ funkce
0. stupneˇ, d´ıky ktery´m se postupneˇ dopracujeme k ba´zovy´m funkc´ım dalˇs´ıch stupnˇ˚u.
Pocˇ´ıta´me, dokud nedostaneme funkce stupneˇ p. V dalˇs´ım kroku mus´ıme urcˇit va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch
bod˚u, jestlizˇe chceme z´ıskat raciona´ln´ı ba´zove´ funkce p-te´ho stupneˇ pro pra´ci s NURBS
krˇivkami. Bez tohoto kroku by se jednalo pouze o B-spline krˇivky, kde se povazˇuj´ı va´hy
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u za jednotkove´ nebo stejne´.
Pro urcˇen´ı vah rˇ´ıdic´ıch bod˚u v te´to pra´ci uva´d´ıme metodu teˇzˇiˇst’ovou, jej´ızˇ definice je
obsazˇena v Kapitole 2. Raciona´ln´ı ba´zove´ funkce jdou da´ny vzorcem (3). Nyn´ı prˇicha´z´ı
na rˇadu urcˇit rˇ´ıd´ıc´ı body, a to ze soustavy rovnic (5). Leva´ matice soustavy je da´na
funkcˇn´ımi hodnotami raciona´ln´ıch ba´zovy´ch funkc´ı v jednotlivy´ch parametrech hi. Z alge-
braicke´ho hlediska na´m vznikne trˇ´ıdiagona´ln´ı matice. Pravy´ vektor soustavy je posloup-
nost zadany´ch definicˇn´ıch bod˚u. Hledany´m vektorem soustavy je posloupnost rˇ´ıd´ıc´ıch
bod˚u. Tyto body pouzˇijeme pro analyticke´ vyja´drˇen´ı proste´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivky
p-te´ho stupneˇ podle prˇedpisu (4).
4
2 Tvarovac´ı na´stroje
Vektor parametrizace H a uzlovy´ vektor U maj´ı hlavn´ı vliv na vy´sledny´ tvar NURBS
krˇivky. Tyto dva vektory lze sestrojit za´visle i neza´visle na sobeˇ. Definice v te´to kapitole
jsou ze zdroje [1] a [3].
2.1 Uzlovy´ vektor
2.1.1 Uniformn´ı uzlovy´ vektor
Uniformn´ı uzlovy´ vektor nen´ı za´visly´ na hodnota´ch vektoru parametrizace ani na de-
finicˇn´ıch bodech. Jeho uzlove´ roztecˇe jsou vsˇechny stejne´ de´lky, proto se uzlovy´ vektor
nazy´va´ uniformn´ı.
Definice 7 (Uniformn´ı uzlovy´ vektor proste´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivky) Necht’
je da´n definicˇn´ı polygon (Qi)
n
i=0 a stupenˇ p. Potom jsou uzly uniformn´ıho uzlove´ho vektoru
U = (ui)
m
i=0 proste´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivky
ui =

0, i = 0, . . . , p
i−p
m−2p , i = p + 1, . . . ,m− p− 1
1, i = m− p, . . . ,m,
(6)
kde m=n+p+1 je pocˇet uzlovy´ch roztecˇ´ı.
2.1.2 Pr˚umeˇrovy´ uzlovy´ vektor
Podle te´to metody spocˇ´ıta´me pr˚umeˇry hodnot parametr˚u vektoru parametrizace, ktere´ tvorˇ´ı
vnitrˇn´ı uzly uzlove´ho vektoru. Krajn´ı uzly z˚usta´vaj´ı nezmeˇneˇny a pr˚umeˇrovy´ uzlovy´ vek-
tor je tedy za´visly´ na parametrech vektoru parametrizace.
Definice 8 (Pr˚umeˇrovy´ uzlovy´ vektor proste´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivky) Necht’
je da´n vektor parametrizace H = (hi)
n
i=0 interpolacˇn´ı NURBS krˇivky a stupenˇ p. Potom
jsou uzly pr˚umeˇrove´ho uzlove´ho vektoru U = (ui)
m
i=0 proste´ interpolacˇn´ı krˇivky






hj, i = p + 1, . . . ,m− p− 1 (7)
ui = 1, i = m− p, . . . ,m,
kde m=n+p+1 je pocˇet uzlovy´ch roztecˇ´ı.
2.1.3 Teˇzˇiˇst’ovy´ uzlovy´ vektor
Tato metoda je neza´visla´ na vektoru parametrizace, avsˇak pro vy´pocˇet jsou potrˇeba de-
finicˇn´ı body. Tyto body jsou pouzˇity pro vy´pocˇet teˇzˇiˇst’. Proto se takto sestrojeny´ uzlovy´
vektor nazy´va´ teˇzˇiˇst’ovy´.
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Definice 9 (Teˇzˇiˇst’ovy´ uzlovy´ vektor proste´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivky) Necht’
je da´n definicˇn´ı polygon (Qi)
n








Qj, i = 1, . . . , n− p (8)
Tn−p+1 = Qn.










lj, i = p + 1, . . . ,m− p− 1 (9)
ui = 1, i = m− p, . . . ,m,
kde li, i = 1,. . . , n-p, je vzda´lenost dvou po sobeˇ na´sleduj´ıc´ıch teˇzˇiˇst’ a L je soucˇet vsˇech
teˇchto vzda´lenost´ı. m=n+p+1 je pocˇet uzlovy´ch roztecˇ´ı.
2.2 Vektor parametrizace
2.2.1 Uniformn´ı vektor parametrizace
Vektor parametrizace se nazy´va´ uniformn´ı, protozˇe vzda´lenosti hodnot parametr˚u jsou
stejne´. Hodnoty jsou stanoveny neza´visle na geometrii definicˇn´ıho polygonu.
Definice 10 (Uniformn´ı vektor parametrizace interpolacˇn´ı NURBS krˇivky) Necht’
je da´n definicˇn´ı polygon (Qi)
n
i=0 interpolacˇn´ı NURBS krˇivky. Potom jsou hodnoty para-
metru uniformn´ıho vektoru parametrizace H = (hi)
n




, i = 0, . . . , n. (10)
2.2.2 Teˇtivovy´ vektor parametrizace
Tato metoda patrˇ´ı mezi nejrozsˇ´ıˇreneˇjˇs´ı a snazˇ´ı se prˇibl´ızˇit obecnou parametrizaci krˇivky
na prˇirozenou parametrizaci obloukem. Parametry jsou za´visle´ na geometrii definicˇn´ıho
polygonu, prˇesneˇji na de´lka´ch ramen tohoto polygonu.
Definice 11 (Teˇtivovy´ vektor parametrizace interpolacˇn´ı NURBS krˇivky) Necht’
je da´n definicˇn´ı polygon (Qi)
n
i=0 interpolacˇn´ı NURBS krˇivky. Potom jsou hodnoty para-
metru teˇtivove´ho vektoru parametrizace H = (hi)
n






, i = 1, . . . , n. (11)
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2.2.3 Dostrˇedivy´ vektor parametrizace
Tato metoda je rozsˇ´ıˇren´ım teˇtivove´ metody, kdy dostrˇedivy´ vektor parametrizace omez´ı
prˇekmity, ktere´ vznikaj´ı prˇi ostry´ch zlomech definicˇn´ıho polygonu.
Definice 12 (Dostrˇedivy´ vektor parametrizace interpolacˇn´ı NURBS krˇivky) Necht’
je da´n definicˇn´ı polygon (Qi)
n
i=0 interpolacˇn´ı NURBS krˇivky. Potom jsou hodnoty para-
metru dostrˇedive´ho vektoru parametrizace H = (hi)
n










, i = 1, . . . , n. (12)
2.3 Va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u
NURBS krˇivky se liˇs´ı od B-spline krˇivek t´ım, zˇe kazˇde´mu rˇ´ıd´ıc´ımu bodu Pi je prˇiˇrazena
va´ha wi. U B-spline krˇivek jsou vsˇechny va´hy jednotkove´ nebo stejne´. Se zvysˇova´n´ım va´hy
wi se prˇ´ıslusˇny´ rˇ´ıd´ıc´ı bod Pi prˇiblizˇuje k definicˇn´ımu bodu Qi. Tento efekt plat´ı u inter-
polacˇn´ı NURBS krˇivky. Prˇi zvysˇova´n´ı vah take´ docha´z´ı k tlumen´ı prˇekmit˚u a oscilac´ı.
V te´to pra´ci uvedeme jednu metodu (teˇzˇiˇst’ovou) urcˇen´ı vah, ktera´ krˇivce poskytuje lepsˇ´ı
pr˚ubeˇh nezˇ na´hodne´ zada´n´ı vah.
Definice 13 (Teˇzˇiˇst’ove´ va´hy rˇ´ıdic´ıch bod˚u proste´ interpolacˇn´ı krˇivky) Necht’ je
da´n definicˇn´ı polygon (Qi)
n







je teˇzˇiˇsteˇ definicˇn´ıho polygonu. Potom je teˇzˇiˇst’ova´ va´ha rˇ´ıd´ıc´ıho bodu Pi
wi =
√
|QiT|, i = 0, . . . , n. (14)
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3 Konstrukce proste´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivky
V te´to kapitole uvedeme detailn´ı postup konstrukce interpolacˇn´ı NURBS krˇivky 3. stupneˇ,
ktera´ je zada´na 9-ti definicˇn´ımi body Q0 = [1; 2],Q1 = [3; 2],Q2 = [5; 3, 5],Q3 = [4; 5],
Q4 = [7; 5],Q5 = [9, 5; 3, 5],Q6 = [11; 4],Q7 = [13; 3],Q8 = [12; 2].
Va´hy definicˇn´ıch bod˚u urcˇ´ıme teˇzˇiˇst’ovou metodou. Uzlovy´ vektor na intervalu 〈0, 1〉
sestroj´ıme jako uniformn´ı. Vektor parametrizace na stejne´m intervalu u ∈ 〈0, 1〉 urcˇ´ıme
metodou uniformn´ı, teˇtivovou a dostrˇedivou, abychom na´sledneˇ vlastnosti teˇchto metod
porovnali v Kapitole 4.
3.1 Vektor parametrizace
3.1.1 Uniformn´ı vektor parametrizace
Pomoc´ı vztahu (10) urcˇ´ıme uniformn´ı vektor parametrizace
Hu = (0; 0, 125; 0, 25; 0, 375; 0, 5; 0, 625; 0, 75; 0, 875; 1). (15)
3.1.2 Teˇtivovy´ vektor parametrizace
Podle vzorce (11) dosta´va´me teˇtivovy´ vektor parametrizace
Ht = (0; 0, 11; 0, 26; 0, 36; 0, 53; 0, 7; 0, 79; 0, 92; 1). (16)
3.1.3 Dostrˇedivy´ vektor parametrizace
Nakonec podle (12) dosta´va´me dostrˇedivy´ vektor parametrizace
Hd = (0; 0, 12; 0, 26; 0, 37; 0, 52; 0, 66; 0, 77; 0, 9; 1). (17)
3.2 Uzlovy´ vektor
Uniformn´ı uzlovy´ vektor vypocˇ´ıta´me z rovnic (6)
U =
(



















Nejprve potrˇebujeme z´ıskat B-spline ba´zove´ funkce 0. stupneˇ. K tomu pouzˇijeme vzo-
rec (1). Funkce jsou pouze jednotkove´ nebo nulove´ a jsou zobrazeny na Obra´zku 2.
N0,0(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
N1,0(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
N2,0(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
N3,0(u) =
{
1, u ∈ 〈0, 1
6
)






0, u ∈ 〈0, 1
6
)










0, u ∈ 〈0, 1
3
)










0, u ∈ 〈0, 1
2
)










0, u ∈ 〈0, 2
3
)










0, u ∈ 〈0, 5
6
)
1, u ∈ 〈1
6
, 1〉
N9,0(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
N10,0(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
N11,0(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
Obra´zek 2: Ba´zove´ funkce 0. stupneˇ
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Pokud do rekurentn´ıho vzorce (2) dosad´ıme k=1, dostaneme B-spline ba´zove´ funkce
1. stupneˇ, ktere´ maj´ı linea´rn´ı pr˚ubeˇh a jsou zobrazeny na Obra´zku 3.
N0,1(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
N1,1(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
N2,1(u) =
{
1− 6u, u ∈ 〈0, 1
6
)





6u, u ∈ 〈0, 1
6
)










0, u ∈ 〈0, 1
6
)















0, u ∈ 〈0, 1
3
)















0, u ∈ 〈0, 1
2
)















6u− 4, u ∈ 〈0, 2
3
)










0, u ∈ 〈0, 5
6
)
6u− 5, u ∈ 〈5
6
, 1〉
N9,1(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
N10,1(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
Pro z´ıska´n´ı B-spline ba´zovy´ch funkc´ı 2. stupneˇ, pouzˇijeme stejny´ vzorec (2), do ktere´ho
dosad´ıme k=2. Funkce jsou vyja´drˇeny kvadraticky´mi polynomy na Obra´zku 4.
N0,2(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
N1,2(u) =
{
(6u− 1)2, u ∈ 〈0, 1
6
)





−54u2 + 12u, u ∈ 〈0, 1
6
)









Obra´zek 3: Ba´zove´ funkce 1. stupneˇ
N3,2(u) =

18u2, u ∈ 〈0, 1
6
)
−36u2 + 18u− 3
2



























−36u2 − 30u− 11
2















0, u ∈ 〈0, 1
3
)





−36u2 + 42u− 23
2



























−36u2 + 54u− 39
2











0, u ∈ 〈0, 2
3
)










0, u ∈ 〈0, 5
6
)
(6u− 5)2, u ∈ 〈5
6
, 1〉
N9,2(u) = 0, u ∈ 〈0, 1〉
Obra´zek 4: Ba´zove´ funkce 2. stupneˇ
Jako posledn´ı spocˇ´ıta´me B-spline ba´zove´ funkce 3. stupneˇ ze vzorce (2) pro k=3.
Funkce jsou polynomy 3. stupneˇ a jejich pr˚ubeˇh je vyja´drˇen na Obra´zku 5.
N0,3(u) =
{ −(6u− 1)3, u ∈ 〈0, 1
6
)





378u3 − 162u2 + 18u, u ∈ 〈0, 1
6
)










−198u3 + 54u2, u ∈ 〈0, 1
6
)
126u3 − 108u2 + 27u− 3
2


















36u3, u ∈ 〈0, 1
6
)
−108u3 + 72u2 − 12u + 2
3





108u3 − 144u2 + 60u− 22
3



























−108u3 + 126u2 − 45u + 31
6





108u3 − 198u2 + 117u− 131
6



























−108u3 + 180u2 − 96u + 50
3





108u3 − 252u2 + 192u− 142
3




















−126u3 + 270u2 − 189u + 87
2










0, u ∈ 〈0, 2
3
)










0, u ∈ 〈0, 5
6
)
(6u− 5)3, u ∈ 〈5
6
, 1〉
3.4 Teˇzˇiˇst’ove´ va´hy definicˇn´ıch bod˚u a raciona´ln´ı ba´zove´ funkce









([1; 2] + [3; 2] + [5; 3, 5] + [4; 5] + [7; 5] + [9, 5; 3, 5] + [11; 4] + [13; 3]+
+ [12; 2])
.
= [7, 28; 3, 33]
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Obra´zek 5: Ba´zove´ funkce 3. stupneˇ














































(7, 28− 13)2 + (3, 33− 3)2 .= 2, 21
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Nyn´ı vyja´drˇ´ıme raciona´ln´ı ba´zove´ funkce 3. stupneˇ pomoc´ı vzorce (3) pro p=3. Funkce




22,74u3+12,29u2−7,5u+2,53 , u ∈ 〈0, 16)






22,74u3+12,29u2−7,5u+2,53), u ∈ 〈0, 16)
−4,24(3u−1)3
−84,19u3+65,76u2−16,4u+3,03 , u ∈ 〈16 , 13)














66,05u3−84,48u2+33,67u−2,54 , u ∈ 〈13 , 12)


















−19,87u3+44,39u2−30,77u+8,2 , u ∈ 〈12 , 23)























−1,3u3+7,27u2−6,02u+2,7 , u ∈ 〈23 , 56)

















−1,3u3+7,27u2−6,02u+2,7 , u ∈ 〈23 , 56)
−54(u−1)3
−95,23u3+242,07u2−201,69u+57,06 , u ∈ 〈56), 1〉
R6,3(u) =











−1,3u3+7,27u2−6,02u+2,7 , u ∈ 〈23 , 56)
1,94(198u3−540u2+486u−144)
−95,23u3+242,07u2−201,69u+57,06 , u ∈ 〈56 , 1〉
R7,3(u) =





−1,3u3+7,27u2−6,02u+2,7 , u ∈ 〈23 , 56)
2,39(−378u3+972u2−828u+234)








−95,23u3+242,07u2−201,69u+57,06 , u ∈ 〈56 , 1〉
Obra´zek 6: Raciona´ln´ı ba´zove´ funkce 3. stupneˇ
3.5 Vy´pocˇet rˇ´ıdic´ıch bod˚u
Pro vy´pocˇet rˇ´ıdic´ıch bod˚u Pi sestav´ıme soustavu rovnic (5) jej´ızˇ maticovy´ tvar je
R0,3(h0) R1,3(h0) · · · R7,3(h0) R8,3(h0)
R0,3(h1) R1,3(h1) · · · R7,3(h1) R8,3(h1)
R0,3(h2) R1,3(h2) · · · R7,3(h2) R8,3(h2)
R0,3(h3) R1,3(h3) · · · R7,3(h3) R8,3(h3)
R0,3(h4) R1,3(h4) · · · R7,3(h4) R8,3(h4)
R0,3(h5) R1,3(h5) · · · R7,3(h5) R8,3(h5)
R0,3(h6) R1,3(h6) · · · R7,3(h6) R8,3(h6)
R0,3(h7) R1,3(h7) · · · R7,3(h7) R8,3(h7)




























Leva´ matice soustavy obsahuje v rˇa´dc´ıch raciona´ln´ı ba´zove´ funkce 3. stupneˇ jednot-
livy´ch segment˚u krˇivky R0,3 azˇ po R8,3. V i-te´m rˇa´dku dosad´ıme do teˇchto funkc´ı hodnotu
parametru hi. Prava´ matice je urcˇena z definicˇn´ıch bodu Q0 azˇ Q8. Nezna´my´ vektor sou-
stavy prˇedstavuje hledane´ rˇ´ıd´ıc´ı body P0 azˇ P8.
Jestlizˇe do raciona´ln´ıch funkc´ı dosad´ıme hodnoty parametru uniformn´ıho vektoru pa-
rametrizace (15), dosta´va´me matici
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0, 021 0, 528 0, 377 0, 073 0 0 0 0 0
0 0, 038 0, 412 0, 534 0, 157 0 0 0 0
0 0 0, 063 0, 693 0, 242 0, 002 0 0 0)
0 0 0 0, 223 0, 604 0, 173 0 0 0
0 0 0 0, 003 0, 279 0, 624 0, 093 0 0
0 0 0 0 0, 016 0, 414 0, 527 0, 0433 0
0 0 0 0 0 0, 495 0, 419 0, 516 0, 016



























Dosazen´ım hodnot teˇtivove´ho vektoru parametrizace (16) dosta´va´me matici
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0, 041 0, 57 0, 332 0, 056 0 0 0 0 0
0 0, 028 0, 386 0, 565 0, 021 0 0 0 0
0 0 0, 085 0, 716 0, 198 0 0 0 0
0 0 0 0, 117 0, 583 0, 299 0, 009 0 0
0 0 0 0 0, 069 0, 586 0, 342 0, 003 0
0 0 0 0 0, 002 0, 258 0, 606 0, 134 0
0 0 0 0 0 0, 013 0, 216 0, 637 0, 134



























Soustava rovnic s dosazeny´m dostrˇedivy´m vektorem parametrizace (17) je da´na
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0, 029 0, 547 0, 357 0, 066 0 0 0 0 0
0 0, 031 0, 394 0, 556 0, 019 0 0 0 0
0 0 0, 07 0, 702 0, 226 0, 002 0 0 0
0 0 0 0, 16 0, 602 0, 238 0 0 0
0 0 0 0 0, 15 0, 65 0, 2 0 0
0 0 0 0 0, 006 0, 332 0, 58 0, 082 0
0 0 0 0 0 0, 025 0, 31 0, 604 0, 605



























Po vy´pocˇtu teˇchto soustav z´ıska´me trˇi r˚uzne´ posloupnosti rˇ´ıdic´ıch bod˚u Pi. Tabulka 1
ukazuje vypocˇtene´ rˇ´ıd´ıc´ı body vsˇemi trˇemi metodami, ktere´ jsme pouzˇili. Mu˚zˇeme si
vsˇimnout, zˇe rˇ´ıd´ıc´ı body P0 a P8 jsou totozˇne´ s definicˇn´ımi body Q0 a Q8. Tento vy´sledek
jsme z´ıskali, protozˇe se zaby´va´me ukotveny´mi krˇivkami.
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uniformn´ı teˇtivovy´ dostrˇedivy´
P0 [1; 2] [1; 2] [1; 2]
P1 [-1,22; 1,85] [-0,19; 2,2] [-0,73; 2,09]
P2 [9,19; 1,57] [8,79; 1,14] [8,95; 1,3]
P3 [2,13; 5,04] [2,6; 5,07] [2,44; 5,05]
P4 [7,96; 5,81] [7,01; 6,39] [7,27; 6,01]
P5 [9,9; 2,13] [8,68; 2,25] [9,38; 2,4]
P6 [11,67; 5,66] [11,37; 5,06] [11,54; 5,17]
P7 [14,41; 0,95] [13,85; 2,53] [14; 2.01]
P8 [12; 2] [12; 2] [12; 2]
Tabulka 1: Vypocˇtene´ rˇ´ıd´ıc´ı body NURBS krˇivek
3.6 Analyticke´ vyja´drˇen´ı NURBS krˇivky
Nyn´ı na´m zby´va´ podle vzorce (4) z´ıskat parametricke´ vyja´drˇen´ı proste´ interpolacˇn´ı NURBS
krˇivky 3. stupneˇ s uniformn´ım uzlovy´m vektorem. Po dosazen´ı do (19) z´ıska´me vektorovou




Ri,3(u)Pi = R0,3(u)P0 + R1,3(u)P1 + R2,3(u)P2 + R3,3(u)P3 + R4,3(u)P4+
+ R5,3(u)P5 + R6,3(u)P6 + R7,3(u)P7 + R8,3(u)P8. (19)
Funkce (20) a (21) urcˇuj´ı parametricke´ vyja´drˇen´ı proste´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivky.






22,75u3+12,29u2−7,5u+2,53 , u ∈ 〈0; 16)
1822,23u3−1532,62u2+403,7u−25
−84,19u3+65,76u2−16,41u+3,03 , u ∈ 〈16 ; 13)
−645,42u3+935,03u2−418,84u+66,39
66,05u3−84,48u2+33,67u−2,54 , u ∈ 〈13 ; 12)
191,28u3−320,02u2+208,68u−38,2
−19,87u3+44,39u2−30,77u+8,2 , u ∈ 〈12 ; 23)
227,58u3−392,62u2+257,08u−48,96
−1,31u3+7,27u2−6,02u+2,7 , u ∈ 〈23 ; 56)
−3336,97u3+8518,75u2−7169,06u+2013,86







22,75u3+12,29u2−7,5u+2,53 , u ∈ 〈0; 16)
−688,42u3+519,22u2−101,13u+9,6
−84,19u3+65,76u2−16,41u+3,03 , u ∈ 〈16 ; 13)
257,11u3−426,13u2+214,05u−25,41
66,05u3−84,48u2+33,67u−2,54 , u ∈ 〈13 ; 12)
520,27u3−821,05u2+411,42u−58,31
−19,87u3+44,39u2−30,77u+8,2 , u ∈ 〈12 ; 23)
−1192,02u3+2603,52u2−1871,62u+449,04
−1,31u3+7,27u2−6,02u+2,7 , u ∈ 〈23 ; 56)
2159,83u3−5776,1u2+5111,39u−1490,69
−95,23u3+242,07u2−201,69u+57,06 , u ∈ 〈56 ; 1〉
(21)
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Obra´zek 7: Prosta´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivka 3. stupneˇ; uzlovy´ vektor uniformn´ı, vektor
parametrizace uniformn´ı (zelena´), teˇtivovy´ (modra´), dostrˇedivy´ (cˇervena´)
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4 Porovna´n´ı metod interpolace
Pro lepsˇ´ı prˇehlednost, jsou v Tabulce 2 vsˇechny vytvorˇene´ metody sepsane´ a ocˇ´ıslovane´.










Tabulka 2: Tabulka vytvorˇeny´ch NURBS krˇivek
Metody, ktery´mi interpolujeme NURBS krˇivky, lze rozdeˇlit do trˇ´ı skupin. Tyto skupiny
jsou: velmi prˇesne´ metody (chyba ≤ 6%), strˇedneˇ prˇesne´ (6% < chyba ≤ 8%) a neprˇesne´
metody (8% < chyba). Do teˇchto skupin zarˇad´ıme metody z Tabulky 2.
Mezi velmi prˇesne´ metody se rˇad´ı metoda oznacˇena´ cˇ´ıslem 4 s pr˚umeˇrovy´m uzlovy´m
vektorem a uniformn´ım vektorem parametrizace, ktera´ je videˇt na Obra´zku 10. Tato
metoda je nejspolehliveˇjˇs´ı. Avsˇak metoda s cˇ´ıslem 6 s pr˚umeˇrovy´m uzlovy´m vektorem
a dostrˇedivy´m vektorem parametrizace je take´ velmi prˇesna´ a ma´ dobre´ vy´sledky. Metodu
cˇ´ıslo 6 zna´zornˇuje opeˇt Obra´zek 10. Dalˇs´ı velmi prˇesnou metodou je cˇ´ıslo 9 s teˇzˇiˇst’ovy´m
uzlovy´m vektorem a dostrˇedivy´m vektorem parametrizace, kterou vid´ıme na Obra´zku 9.
Strˇedneˇ prˇesne´ metody maj´ı tu nevy´hodu, zˇe jsou za´visle´ na tvaru definicˇn´ıho po-
lygonu. Tuto vlastnost ma´ metoda oznacˇena cˇ´ıslem 1 s uniformn´ım uzlovy´m vektorem
a uniformn´ım vektorem parametrizace. Pouzˇit´ı te´to metody obsahuje Kapitola 3 a je
zobrazena na Obra´zku 8.
Neprˇesne´ metody jsou nespolehlive´ a nevhodne´ pro matematickou konstrukci. Do te´to
skupiny patrˇ´ı ostatn´ı metody z Tabulky 2. Metoda oznacˇena cˇ´ıslem 5 s pr˚umeˇrovy´m
uzlovy´m vektorem a teˇtivovy´m vektorem parametrizace je zna´zorneˇna na Obra´zku 10.
Metody s uniformn´ım uzlovy´m vektorem s vektorem parametrizace teˇtivovy´m s cˇ´ıslem
2 a dostrˇedivy´m s cˇ´ıslem 3 ukazuje Obra´zek 8. A nakonec Obra´zek 9 zobrazuje metody
s teˇzˇiˇst’ovy´m uzlovy´m vektorem a s vektory parametrizace uniformn´ım cˇ´ıslo 7 a teˇtivovy´m
cˇ´ıslo 8.
20
Obra´zek 8: Prosta´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivka 3. stupneˇ; uzlovy´ vektor uniformn´ı, vektor
parametrizace uniformn´ı (zelena´), teˇtivovy´ (modra´), dostrˇedivy´ (cˇervena´)
Obra´zek 9: Prosta´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivka 3. stupneˇ; uzlovy´ vektor teˇzˇiˇst’ovy´, vektor
parametrizace uniformn´ı (zelena´), teˇtivovy´ (modra´), dostrˇedivy´ (cˇervena´)
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Obra´zek 10: Prosta´ interpolacˇn´ı NURBS krˇivka 3. stupneˇ; uzlovy´ vektor pr˚umeˇrovy´, vek-
tor parametrizace uniformn´ı (zelena´), teˇtivovy´ (modra´), dostrˇedivy´ (cˇervena´)
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Za´veˇr
V dnesˇn´ıch dobeˇ veˇtsˇina geometricky´ch a konstrukcˇn´ıch pocˇ´ıtacˇovy´ch aplikac´ı pracuje
s NURBS krˇivkami, protozˇe maj´ı vy´hodneˇjˇs´ı vlastnosti oproti jiny´m. Programy, ktere´ s nimi
pracuj´ı jsou naprˇ´ıklad CAD, CAM, CAE, Rhinoceros...
NURBS krˇivky doka´zˇ´ı vymodelovat velke´ mnozˇstv´ı tvar˚u. K jejich nejveˇtsˇ´ım vy´hoda´m
patrˇ´ı schopnost prˇesneˇ interpolovat kuzˇelosecˇky. Tato vlastnost je zp˚usobena racionalitou.
Krˇivkami, ktere´ jsou popsa´ny polynomem, nelze naprˇ´ıklad vytvarovat prˇesneˇ kruzˇnici
nebo elipsu. Algoritmy pro vykreslova´n´ı NURBS krˇivek jsou take´ rychle´ a numericky
stabiln´ı. Vyuzˇ´ıva´ se i toho, zˇe NURBS krˇivky jsou invariantn´ı v˚ucˇi projektivn´ım transfor-
mac´ım. To znamena´, zˇe pokud aplikujeme transformaci na krˇivku zadanou rˇ´ıd´ıc´ımi body,
dostaneme stejny´ vy´sledek, jako kdybychom konstruovali krˇivku na stejneˇ transformo-
vany´ch rˇ´ıdic´ıch bodech. B-spline splnˇuj´ı pouze afinn´ı invarianci.
Obycˇejny´ interpolacˇn´ı polynom procha´z´ı definicˇn´ımi body, ale vznikaj´ı mezi nimi
nepeˇkne´ kmitaj´ıc´ı tvary, ktere´ se prˇi vysˇsˇ´ıch stupn´ıch zhorsˇuj´ı. Tento proble´m dobrˇe rˇesˇ´ı
spline, ktery´ se skla´da´ z v´ıce spojiteˇ napojeny´ch krˇivek n´ızky´ch stupnˇ˚u. B-spline jsou
zada´ny polynomy, nejsou raciona´ln´ı a oznacˇuj´ı se za specia´ln´ı prˇ´ıpad NURBS krˇivek.
Nejvhodneˇjˇs´ı a nejme´neˇ vhodne´ metody pro tvarova´n´ı interpolacˇn´ıch NURBS krˇivek
jsme uvedli v posledn´ı kapitole te´to pra´ce. Vsˇechny tyto metody jsou naprogramova´ny v
programu Maple. Soubory jsou soucˇa´st´ı prˇ´ılohy.
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〈a, b〉 uzavrˇeny´ interval z mnozˇiny rea´lny´ch cˇ´ısel
(a, b) otevrˇeny´ interval z mnozˇiny rea´lny´ch cˇ´ısel
[a; b] x-ova´ a y-ova´ sourˇadnice bodu
|AB| vzda´lenost dvou bod˚u
C(u) vektorova´ funkce
hi i-ta´ hodnota parametru vektoru parametrizace
H, (h0, h1, . . . , hn), (hi)
n
i=0 vektor parametrizace
Hu uniformn´ı vektor parametrizace
Ht teˇtivovy´ vektor parametrizace
Hd dostrˇedivy´ vektor parametrizace
li i-ta´ vzda´lenost dvou po sobeˇ jdouc´ıch teˇzˇiˇst’
L soucˇet vsˇech vzda´lenost´ı dvou po sobeˇ jdouc´ıch teˇzˇiˇst’
m pocˇet uzlovy´ch roztecˇ´ı
n pocˇet ramen rˇ´ıd´ıc´ıho nebo definicˇn´ıho polygonu
Ni,p(u) i-ta´ B-spline ba´zova´ funkce p-te´ho stupneˇ
p stupenˇ ba´zovy´ch funkc´ı







Qi i-ty´ definicˇn´ı bod
R mnozˇina rea´lny´ch cˇ´ısel
Ri,p(u) i-ta´ raciona´ln´ı ba´zova´ funkce p-te´ho stupneˇ
u parametr
T teˇzˇiˇsteˇ definicˇn´ıho polygonu
Ti teˇzˇiˇsteˇ i-te´ho d´ılcˇ´ıho definicˇn´ıho polygonu




〈ui, ui+1) i-ta´ uzlova´ roztecˇ
wi va´ha i-te´ho rˇ´ıdic´ıho bodu
W, (w0, w1, . . . , wn), (wi)
n
i=0 va´hy rˇ´ıdic´ıch bod˚u
x(u), y(u) sourˇadnicove´ funkce vektorove´ funkce jedne´ promeˇnne´
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Seznam prˇ´ıloh
K pra´ci je prˇilozˇene´ CD obsahuj´ıc´ı:
• elektronickou verzi bakala´rˇske´ pra´ce ve forma´tu PDF
• Maple: uniknot.mw
• Maple: average.mw
• Maple: centerknot.mw
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